CONSTRUINDO O CONCEITO DE FUNCAO EXPONENCIAL A PARTIR DOS
OBJETOS DIGITAIS DE APRENDIZAGEM “TORRE DE HANOI” E “GEOGEBRA”.
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Resumo

O artigo discute as caracteristicas de Objetos de aprendizagem (OA) que favorecem a aquisi¢ao do
conceito da funcdo exponencial, a partir de dois estudos realizados. No primeiro estudo foram
comparadas as estratégias adotadas por alunos do 3° ano do ensino médio para construcao de uma
tabela utilizando o experimento digital Torre de Handi, esse desafio matematico consiste em passar
sete discos, arranjados em ordem decrescente, de um pino para outro, com a ajuda de um terceiro.
No segundo estudo, os estudantes seguindo o roteiro de orientagdo proposto pelo professor
construiram o gréafico da fungdo estabelecida no primeiro estudo, utilizando o OA GeoGebra. Os
resultados mostram que a transposicao didatica através de objetos digitais contribui na motivacao, na
iniciativa e na colaboragao entre os estudantes.

Palavras Chaves: Aprendizagem; Software; Motivagao.

1. Introducao

A medida a que se integre ao que se denomina uma sociedade da informagio crescentemente
globalizada, € importante que o ensino da matemadtica volte para o desenvolvimento de capacidades
de comunicacdo, resolver problemas, de tomar decisdoes, de fazer inferéncias, de criar, de
aperfeicoar conhecimentos e valores, de trabalhar cooperativamente. Hoje, o uso da informética nas
aulas de matemadtica vem contribuindo para a inserc¢ao digital dos estudantes, o desenvolvimento de
valores e atitudes, criatividade e o trabalho coletivo de elaborag¢do do conhecimento. A

este respeito, (BORBA E PENTEADO, 2007, p.17) nos esclarecem:
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[...] O acesso a informatica deve ser visto como um direito e, portanto, nas
escolas publicas e particulares o estudante deve poder usufruir de uma
educacdo que no momento atual inclua, no minimo, uma “alfabetizacio
tecnolégica”. [...] Assim, o computador deve estar inserido em atividades
essenciais, tais como aprender a ler, escrever, compreender textos, entender
graficos, contar, desenvolver nocdes espaciais etc. E, nesse sentido, a
informdtica na escola passa a ser parte da resposta a questdes ligadas a
cidadania.

Para impulsionar o uso da informética nas escolas publicas, o PROINFO - Programa
Nacional de Informatica na Educacgao, lancado em 1987 pela Secretaria de Educacdo a Distancia
(Seed/MEC), através de parcerias com outros ministérios, governos estaduais, municipais,
organizacdes ndo-governamentais € empresas, tem dirigido esforcos para aquisicdo de
equipamentos e softwares e também capacitacdo de professores. Outra importante iniciativa do
MEC ¢ difundir o uso da TICs nas salas de aula, em particular, o projeto RIVED tem apoiado tanto
a producgdo de objetos de aprendizagem digitais quanto o seu uso pelas escolas. Segundo os PCN’s,
“a utilizacdo de recursos como o computador e a calculadora podem contribuir para que o processo
de ensino aprendizagem de Matemaética se torne uma atividade experimental mais rica, sem riscos
de impedir o desenvolvimento do pensamento, desde que os estudantes sejam encorajados a
desenvolver seus processos metacognitivos e sua capacidade critica...” (Brasil, 1998, p.45).

Os objetos de aprendizagem relatados neste artigo teve por objetivos: estimular o uso
da informatica na transposi¢do didatica do conteido para as aulas de matemadtica; promover a
interacdo professor/estudante, difundir o uso dos softwares “Torre de Han6i” e “GeoGebra”, e

avaliar a contribui¢ao deles para o ensino e aprendizagem da funcdo exponencial.

2. Objetos de Aprendizagem

A utilizacdo de Objetos de Aprendizagem — OA como recurso diddtico de interacdo na
educagdo a distancia ou presencial € assunto recente e que ainda encontra-se em discussdo. Os
primeiros estudos comecaram no ano de 2000 com David Wiley definindo OA como sendo
“qualquer recurso digital que possa ser reutilizado para o suporte de ensino” (WILEY, 2000 apud
CASTRO E MACEDO, p. 333). A principal idéia dos Objetos de aprendizagem é quebrar o
conteddo educacional em pequenos pedacos que possam ser reutilizados em diferentes ambientes de

aprendizagem, em um espirito de programacao orientada a objetos.



Os Objetos de Aprendizagem sido pequenos instrumentos, na maioria das vezes
digitais, que podem ser utilizados diversas vezes. Podem ser videos, imagens, figuras, graficos,
jogos e outros que podem ser disponibilizados para auxiliar na transposic@o didatica do contetido,
possibilitando a motivagcdo, a cooperagdo e a interacdo através de didlogos entre professor e
estudante. Porém, tal perspectiva s6 pode ser concretizada por meio do planejamento cuidadoso de
atividades que estimulem a formagdo de uma postura investigativa por parte dos estudantes e da

preparagao e motivacdo dos professores para conduzi-las.

3. Objeto de Aprendizagem Torre de Hanoéi

Este objeto de aprendizagem estd disponivel no site www.matematica.br, projeto iMatica,

mantido por professores e alunos do IME-USP, coordenado pelo professor Dr. Lednidas de Oliveira
Brandao.

A concepg¢do deste objeto de aprendizagem digital foi baseada no material concreto,
comercializado em madeira, que possibilita simular agdes de uma pessoa transferindo discos de uma

haste para outra.

Como usar: Clique na base das hastes (num retingulo com a letra "A", "B" ou "C"),
primeiro na origem depois na haste de destino. Por exemplo, se desejar mover o disco do topo da
haste B para a haste C, clique primeiro em B e depois em C. Para alterar o nimero de disco,
selecione a op¢ao na lista (a direita). Para comecar "novo jogo", clique no botao "Atualiza".

Objetivo: Mover todos os discos da haste A para a haste C, utilizando o menor nimero
possivel de movimentos, respeitando-se as regras abaixo.

Regras: 1*) um disco maior nao pode ser colocado sobre um disco menor; 2*) pode-se mover

um unico disco por vez; 3*) um disco deve estar sempre numa das trés hastes, ou em movimento.



Torres de Handi - iMatica - http:iwww.matematica.br [Versdo: 2.0]

I Fim I Atualiza I Sobre I Desfaz Rewver Selecione nimero de discos

A
1

Umero de movimentos IME - USP

| = ]

Cligue na: Bs para B o Himeira & origem

Figura 1: A torre de Hanoi — interface gréfica

4. Objeto de Aprendizagem GeoGebra

Software livre, disponivel em www.geogebra.org desenvolvido pelo professor Markus

Hohenwarter, austriaco, formado pela Universidade de Salzburg, voltado para escolas secundérias.

GeoGebra (Geometria e Algebra) tem como caracteristica duas janelas: sistema dindmico da
geometria que permite construgdes com pontos, vetores, segmentos, seccOes conicas, retas e
fungdes, pode mudé-las como quiser. A outra janela, as equagdes e as coordenadas sio incorporadas
diretamente. Uma expressdo na janela da dlgebra corresponde a um objeto na janela da geometria, e
vice versa.

As expressdoes em Latex permitem escrever simbolos e formulas matematicas na barra de
entrada na parte inferior da tela.

A interface oferece muitas constru¢des geométricas e algébricas que precisam ser

direcionadas pelo professor de acordo com suas necessidades pedagdgicas.

5. Descricao do Ambiente em que foi aplicado os Objetos de Aprendizagem

O presente artigo faz parte do trabalho final da disciplina Informética na Educagdo do
Mestrado Profissional em Educacdo Matematica da UFJF, e foi desenvolvido em parceria com o
Colégio Pio X, localizado na cidade de Santos Dumont/MG, durante o més de junho de 2009.
Foram selecionados seis (6) alunos do 3% ano do ensino médio do turno matutino, dos quais sou

professor, mediante disponibilidade para comparecer fora do hordrio convencional de estudo e



interesse em estudar o assunto fung¢do exponencial. O laboratério de informatica dispoe de 15

(quinze) computadores, com acesso a internet via rddio e um servidor.

6. Procedimentos Didaticos

As atividades foram desenvolvidas em seis encontros com duracdo de uma hora e trinta
minutos cada um, durante o més de junho, com o professor (autor deste artigo). Os estudantes
realizaram as atividades individualmente no laboratério de informatica.

A seqiiéncia didatica foi desenvolvida do seguinte modo:

1° Encontro: Inicialmente, foi apresentado o software “Torre de Handi” e realizado uma
abordagem da lenda deste jogo, que se encontra no préprio objeto diddtico: O problema das torres
de Handi foi proposto pelo matematico francés Edouard Lucas, em 1883. Lucas elaborou para seu
“invento” uma lenda curiosa sobre uma torre muito grande. A “torre de Brama”, que foi criada
“inicio dos tempos”, com trés hastes contendo 64 discos concéntricos. O “criador” do universo
também criou uma comunidade de monges cuja unica atividade seria mover os discos da haste
original (“A”) para uma de destino (“C”). O “criador” estabeleceu que o mundo acabaria quando os
monges terminassem sua tarefa. Porém, os monges deveriam respeitar as trés regras na sua
execugdo. Assim, o desafio inicial deste jogo € encontrar a regra de movimentagdo 6tima (que atinja
0 objetivo, com um nimero minimo de movimentos) € com isso podera estimar quanto tempo ainda
nos “resta” (segundo a lenda!!)

Para atingir o segundo objetivo do jogo (estimar o tempo restante), suponha que cada disco
leve 1 segundo para ser movido. Tente encontrar uma férmula que, dado “n” devolva o nimero
minimo de movimentos para “n” discos”.

Com base nessa lenda, foi organizada uma tabela em que os estudantes individualmente
registraram o nimero de movimentos necessdrios para transferir um, dois, trés, quatro , cinco, seis
ou os sete discos para o outro pino. Levando em consideragdo as trés regras basicas.

2° Encontro: Como no primeiro encontro nenhum estudante estabeleceu o nlimero minimo
de movimentos para sete discos, retomaram o jogo torre de Hanéi para alcancgar tal objetivo. Os
estudantes trocaram algumas idéias, onde destaco dois relatos:

Estudante 2: Quando a quantidade de discos a ser transferida é impar, comeg¢o remanejando
para a haste “C”, caso contrdrio, se a quantidade é par, comeco pela haste “B”. Assim, consigo

sempre finalizar na haste “C”.



Estudante 5: Entdo, podemos seguir esse principio em todo transcorrer do jogo. Quando

quero remanejar quantidade impar de discos para uma haste, comeco por esta, se a quantidade € par,

comeco pela outra haste, que ndo a de destino.

Esta idéia possibilitou a todos conseguirem transferir os sete discos da haste “A” para haste

“C” com o menor nimero de movimentos, consolidando na seguinte tabela:

Quantidade Nuamero Minimo de
de Discos Movimentos
1 1
2 3
3 7
4 15
5 31
6 63
7 127
n

Tabela 1: consolidado final

Perguntei aos estudantes, qual a expressdo matematica que representa o nimero minimo de

movimentos?

Estudante 3: acho que € duas vezes o nimero de movimentos anterior mais um.

Fiz a seguinte interveng¢do: como fagco para determinar o nimero minimo de movimentos

para 30 discos?

Estudante 1: € preciso saber primeiro o nimero de movimentos para 29 discos.

Estudante 4: apesar da expressao funcionar, ela ainda ndo € ideal.

Estudante 5: é 2"~ 1, onde n € o numero de discos.

Perguntei, funciona para dois, trés, qualquer nimero de discos?

Estudante 6: nio, nao.

Estudante 2 e Estudante 5: menos 1 € fora do expoente.

Perguntei: entdo, como fica a nova expressao?

Estudante 5: dois elevado a “n” menos 1, (2" — 1).

Estudante 4: assim, para 30 discos, basta fazer 2391,

Fiz novo questionamento: como fica o nimero minimo de movimentos para os 64 discos

propostos na lenda do jogo?

Todos os estudantes responderam: 2% — 1.

3° Encontro: Apresentei as seguintes tabelas com poténcias para serem completadas:



Tabela 2 Tabela 3

X Y=2* Par |Ponto X| Y=(1/2)* Par |Ponto
ordenado ordenado

4| Y=2"=1/16| (-4,1/16) 4| Y=(1/2)"=16| (-4,16)

3 Y=2"=1/8 | (-3,1/8) 3l y=(12)"=8 | (-3,8)

21 Y=2"=1/4 | (-2,1/4) 2 Y=(112)"=4 | (-2,4)

1l Y=2"=12 | (-1,172) -1 Y=(12)'=2 | (-1,2)

Y=2"=1 (0,1) Y=(1/2)"=1 (0,1)

Y=21= (1,2) Y=(1/2)'=12| (1,172

Y=23=8 (3,8) Y=(1/2)*=1/8| (3,1/8)

—~l D QlTh|m|g| Q=] >
mlol=|o|z|ZI= | Rl —

0 0
1 1
2| Y=22=4 (2,4) 2 Y=(122=1/4] (2,1/4)
3 3
4 4

Y=2"=16 (4,16) Y=(1/2)"=1/16| (4,1/16)

Todos os estudantes completaram as tabelas sem dificuldades.

Com antecedéncia, ja havia instalado em seis computadores o software
GeoGebra e verificado o funcionamento perfeito de todos. Utilizando o projetor
datashow fiz a apresentacdo do objeto de aprendizagem GeoGebra, destacando suas
principais caracteristicas e também como manipular alguns recursos, principalmente
aqueles necessdrios para execucdo das atividades propostas. Nenhum estudante ainda
havia trabalhado com o GeoGebra, todos demonstraram iniciativa, motivacdo e
interagdo para receber as orientagdes. Eles também tiveram muita facilidade para
manipulacdo das ferramentas e aprovaram o uso do software nas aulas de matematica,

por apresentar recursos de imagens se movimentando, o que nos livros ndo € possivel.

Atividade proposta: Exercicio e Prética

= Marque todos os pontos (x,y) das tabelas 2 e 3 no plano cartesiano
(Geogebra).

= Escreva as fungdes, na barra de entrada na parte inferior da tela, cujos
gréificos, passem por todos os pontos marcados no plano cartesiano.

Todos os estudantes realizaram as atividades, tendo dois deles recebido
orientagdes de outros para escrever as funcdes na barra de entrada.

Depois da construcao dos gréficos pelos estudantes, coloquei o seguinte roteiro:

Agora Responda

= Qual o dominio dessas fungdes?



= Qual o conjunto imagem dessas funcdes?

= Qual o ponto de intersecdo das curvas com o eixo das ordenadas?

= As curvas interceptam o eixo das abscissas? Por qué?

= Qual funcdo é crescente? E qual é decrescente?

Nesse momento de questionamento, os estudantes se mostraram concentrados,
interagindo entre si, propondo conjecturas: um deles afirmou que os graficos tocariam o
eixo das abscissas, outro disse que ndo, pois 0 conjunto imagem sendo o0s reais
positivos, o zero e os nimeros reais negativos estariam excluidos. Também concluiram
observando as coordenadas dos pontos na janela da dlgebra e o plano cartesiano (janela
da geometria), que aumentando o valor de x, se o valor de y aumenta, entdo a funcdo é
crescente, e que aumentando o valor de x, se o valor de y diminui, entdo a funcdo €
decrescente.

4° Encontro: Construindo o conceito de Fun¢ao Exponencial no GeoGebra.

= No plano cartesiano, insira um seletor, note que ele foi denominado “a” com
variagdo [-5,5];

= Como estudamos anteriormente, uma fun¢do exponencial é dada por f(x) =
ax , com 0 < a # 1. Crie essa fun¢do na barra de entrada na parte inferior da tela.

= Mova o parametro “a” e observe atentamente o que acontece com o grifico

construido.

Roteiro para constru¢do da definicao pelos estudantes:

= O que ocorre quando voce varia o valor de “a”? Por qué?

= O que acontece com a sua funcdo quando o parametro “a” ¢ um? Apesar de
ndo ser uma fung¢do exponencial, que tipo de funcdo vocé obteve?

= O que acontece com a sua fun¢do quando o parametro “a” é zero? Apesar de
ndo ser uma funcao exponencial, que tipo de funcdo vocé obteve?

= O que acontece com sua funcdo quando o parametro “a” € negativo?

= E possivel que o grifico de uma funcio exponencial passe por todos os
quadrantes? Por qué?

= Qual o conjunto dominio da sua fun¢ao?

= Qual o conjunto imagem da sua fun¢do? Quando uma fun¢do exponencial €
crescente? E decrescente?

Nessa atividade, os estudantes puderam através da movimentagao do parametro

[IPb]

a”, visualizar na tela o comportamento da fun¢io definida pela sentenca f(x) = a* para



0O<a#1,quando a > 0; quando 0 <a < 1; a=1 e até mesmo quando a < 0. Alguns
ficaram intrigados porque ndo apareceu o grafico para a = 0 e a < 0. Apds algumas
discussdes entre eles, alguém sugeriu clicar com o botdo direito do mouse sobre o eixo
das abscissas e em propriedades selecionar cor e escolher uma, imediatamente realgard a
semi-reta a direita da origem no plano cartesiano (quando a = 0 e x > 0), concluindo que
seria uma func¢do constante f(x) = 0, com restri¢do de dominio para reais positivos. J4 no
caso de a < 0, eles perceberam que a definicao estava sendo “ferida”, porém ficaram
confusos para fazer a justificativa. Pedi que considerassem a = -2 e x = 1/2, logo
constataram a contradicao. Do mesmo modo, também, visualizaram que quando a = 1,
trata-se de uma func¢do constante f(x) = 1.

5° Encontro: A fim de consolidar o uso dos objetos digitais, pedi aos estudantes
que construissem o grafico da equagdo estabelecida no jogo torre de Han6i y =2" -1, e
fizessem a comparagdo com o grifico da equagdo y = 2%, ambos no mesmo plano
cartesiano (GeoGebra). Questionei: por que o grifico da equagdo y = 2 — 1 estd
interceptando o eixo das abscissas?

Todos responderam que cada valor da ordenada sofreria uma redugdo de uma
unidade. Por isso, o grafico sofreria um deslocamento de uma unidade para baixo.

Perguntei: Qual o conjunto imagem desta fungio (y = 2" —1)?

Todos estudantes responderam: D={y [| R/y >-1}.

Outra atividade (em grupo de dois): construa o grifico da fun¢do y = 2*. Com
base nele, faca os graficos das fun¢des y = 2 * ' e y = 2* + 1, num mesmo plano
cartesiano. Que diferengas vocés observam entre os trés graficos?

Construindo os gréficos das funcdes os alunos perceberam que o gréfico da
funcao y =2" + 1 é o grifico da fun¢do y = 2" deslocado uma unidade para cima.

! ¢ o grifico da funcdo y = 2* deslocado de uma

Para o grifico da funcdo y = 2* *
unidade a esquerda em cada abscissa, pois a ordenada serd a mesma para valores uma
unidade menores.

6° Encontro: Para verificar a compreensiao do conceito da fungc@o exponencial
pelos estudantes, sem o uso do GeoGebra, fiz a explora¢do da defini¢do com aplicacdes
relacionada a crescimento demogréfico e de epidemia, e economia. Mesmo sem utilizar
o objeto digital os estudantes mostraram 0 mesmo entrosamento, fazendo inferéncias e

propondo conjecturas, caracteristicas essas, adquiridas com o uso do software na

transposicao didatica do contetido.



7. Conclusoes

Segundo Philippe Perrenoud (2000, p. 138), os professores que sabem o que as
novidades tecnoldgicas aportam, bem como seus perigos e limites, podem dar-lhes um
amplo espaco em sua classe. Esse conhecimento € instrumento valioso do ensino e de
aproximacao com o aluno. Dentro desse contexto, a avaliagdo do experimento mostra
que os objetos de aprendizagem ‘“Torre de Handi” e “GeoGebra” podem dar uma
contribuicdo significativa para a transposi¢do diddtica no ensino e aprendizagem do
conteido de fung¢do exponencial, tanto para a formacdo de conceitos quanto para a
pratica de exercicios. Eles sdo faceis de usar e tém uma boa interface gréfica. O jogo
Torre de Handi ndo € simplesmente um jogo de treinamento, ou seja, ndo requer uma
habilidade matematica especifica para se jogar. Entretanto, permite explorar certos
conteidos matemdticos que se revelam apds um olhar mais atento, conforme discutido
no estudo de caso deste artigo. O software em particular, se destaca ao permitir ao
estudante a experimentacdo (ao jogar) e também explorar a complexidade do conjunto
de solucdes podendo usar o botdo desfazer para fazer correcdes na busca da regra de
movimentacao 6tima (que permite 0 menor nimero de movimentos).

Ao utilizar o GeoGebra para abordagem do sistema de coordenadas
cartesianas, marcacdo de pontos e construcdo do grifico da funcdo exponencial,
conteddos ja conhecidos pelos estudantes, mas ndo inteiramente dominados por eles,
possibilitou leva-los a fazer inferéncias e propor conjecturas, criando um ambiente de
maior interacdo e discussdo de informagdes. Neste momento, predominou o desejo de
participacdo dos estudantes em colocar suas interpretacdes e estratégias na construcao
das defini¢cdes. A visivel motivacdo deles se dava pelos recursos do objeto de
aprendizagem utilizado, ndo apenas em apertar botdes, mas visualizar a movimentagao
dos objetos construidos, situacdo que no livro didatico ou no quadro de sala de aula, é

algo estatico, sem nenhuma animacao.
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